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Prefazione. 


E nota l’importanza che per le superficie dello spazio ordi- 
nario ha l’esistenza di una normale determinata. Questa normale 
interviene nella formazione della seconda forma differenziale qua- 
dratica associata alla superficie, e quindi nell’ espressione della cur- 
vatura media, nella determinazione delle linee di curvatura, ecc. 

Per le altre superficie esistono infinite normali, le quali hanno 
già subito una prima classificazione colla considerazione degli spazi 
r-tangenti, che io indico con g, 1). 

Le normali che prima si affacciano alla considerazione sono 
quelle che giacciono nel 03, ma anche queste, se si esclude il caso 
delle sviluppabili e quello delle superficie dello spazio ordinario, 
sono in numero infinito, ed in particolare possono essere tutte le 
direzioni di un piano, se il o, ha 4 dimensioni, o possono essere 
tutte le direzioni di uno spazio a 3 dimensioni, se il o, ha 5 di- 
mensioni. 

Si presenta allora la questione di riconoscere se fra dette 
normali vi sia un sistema ortogonale (di 2 o 3, a seconda che esse 
riempiono un piano od uno spazio a 3 dimensioni) che meriti di 
essere considerato come privilegiato. 

Un tale sistema deve, secondo il mio parere, rispondere ad 
una definizione simmetrica rispetto al sistema delle sue rette. In 
generale non apparterrà ad un tale sistema la normale di curvatura 
media del Bompiani?) nè una di quelle da me segnalate recen- 
temente *), e di cui la 2* coincide colla precedente normale del 
Bompiani. 

In questo lavoro presento una definizione di un tal sistema, 
la quale gode della proprietà desiderata (Cap. III. n°. 1 e Cap. IV. 
n°, 1), e che forse è l’unica del genere che si possa pensare. 

Corrispondentemente dimostro che esistono sistemi reali che 
vi soddisfano e che chiamo sistemi principali. (Cap. III. n° 2 e Cap. 
TV: 19.12): 

Però non in tutti i casi vi è un solo sistema principale. In 
una superficie vi possono essere punti (che io chiamo ciclici) in cui 


1) (A). pag. 395. 
2) (G). pag. 1133. 
3) (A). pag. 424 
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si ha una semplice infinità di sistemi principali (Cap. III ni. 5, 6, 7 
e Cap. IV. ni. 2, 3, 5). 

Ho chiamato cicliche le superficie i cui punti sono tutti ciclici, 
ed ho trovato esempi di superficie cicliche tanto col 0, a 5 dimen- 
sioni (Cap. III. n°. 7), quanto col o, a 4 dimensioni (Cap. IV. n°, 5). 

Alla trattazione degli argomenti predetti (Cap. III e IV) ho 
premesso due capitoli in cui si passano in rassegna 8 invarianti 
di una qualunque varietà (Cap. I), uno dei quali, quello che ho 
indicato con J, si presenta, almeno analiticamente, come la più 
naturale estensione alle varietà a più dimensioni dellinvariante 
di Gauss (curvatura totale delle superficie), e che probabilmente 
apparirà tale anche dal punto di vista geometrico, e nel secondo 
dei quali (Cap. II) si procede, nel caso in cui il o, abbia una di- 
mensione di meno del massimo numero possibile, alla scomposi- 
zione di un controvariante a 4 apici, che conduce ad un cono qua- 
drico dello spazio tangente, che deve avere un significato proiet- 
tivo. (Cap. II. n° 4). Questo cono è definito uguagliando a zero 
una certa forma quadratica, che per la superficie dello spazio lineare 
a 4 dimensioni si riduce alla forma F, del Fubini!). 

I risultati dei primi due capitoli hanno anche applicazione 
nei successivi. 


CAPITOLO I 
Gli invarianti J}, Ja, J3, Ja Js, Jes Jr, Ja di una varietà qualunque. 
1. — Sia 
f = f (É, 1,03... tn) 
lequazione di una varietà V, ad n dimensioni dello spazio hilber- 


tiano, ed indichiamo con g il campo di variabilità della #*). Indi- 
chiamo poi con f, la derivata di f rispetto ad u, e poniamo 


[1] an= f f.1.at 


Il sistema a,, è un covariante simmetrico a 2 indici del cal- 
colo assoluto del Ricci, e quindi una sostituzione S di equazioni 


U = ik (Ti; Vare: 02) (= 1,2;...,#) 


1) (E). Tomo secondo. pp. 631—637. 
1) Per questa rappresentazione delle varietà vedere (A) pag. 391 e seguenti. 
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che porta dalle variabili w alle variabili v, la muta colla legge 


x du, du, i 
[2] a,, [v] = poga fu] da e dv, == Zoo Zoo [u] Door: 1), 
dove 
du, Io TIEA 
D dù, f dv, ? “i 
any u, du, , du, Iu 
g g a ę 
dv. dv, + dv. 3v,’ ey 


e 2’ è estesa a tutte le combinazioni ọø con ripetizione a 2 a 2 
dei numeri 


[3] PR- ERRA. 
Il determinante di ordine n(n + 1): 2 
D= | Dgo | 


ottenuto facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie go ed rs 
tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri (3), e met- 
tendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa coppia 
Q0 e in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa coppia rs, 
è un determinante di Scholtz- Hunyady?) e quindi vale 4"#, 
dove 
na O(Ui, Ua,-0+3 Ua) 
(01; Os yeo, Va) 


è il determinante funzionale della sostituzione /S. 
Indichiamo poi con a il determinante di ordine n 


PR RIAD di n 
Q21 Agg sess.. Ag n 
Gi da i Gis 
Si sa che a +0, e che 
a|v] = a[u]. 4. 


1) Per la notazione & [u] vedere (B). 
2) (C). pp. 156—160. 
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2. — Indichiamo con f,, le derivate seconde covarianti di f 
rispetto al sistema a,,, poniamo a 
[4] Anpa = f tofu 


Il sistema (4) è un covariante a 4 indici nel calcolo assoluto 
di Ricci, simmetrico rispetto alle coppie rs e pg, e rispetto agli 
indici di ciascuna di queste coppie. 

Si ha evidentemente 


Ann [o] == Li corta Mi [u] t Dias D 


nxPI) 


dove la 2" è estesa a tutte le combinazioni go e zx con ripeti- 
zione a 2 a 2 dei numeri (3). 

Indichiamo con A il determinante formato cogli elementi 
Apor, come è stato formato D con i Di 

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti 


Ao] = Alu]. D = A[u]. A, 


Consegue che 
J= Ata} 
è un invariante. 
3. — Il sistema 


[5] Breve Shi Ha =" 


ray 


è un covariante a 4 indici simmetrico rispetto alle coppie rs e pg, 
ed emisimmetrico rispetto agli indici di ciascuna di queste coppie, 
e quindi ha nulli tutti gli elementi in cui una di queste coppie è 
formata di due numeri uguali. 

Consegue che 


Den [o] = ii Poor si Es [u] si Pai (r < se p < q) 


dove 
: Duo Ith: 
p : dv, ðv, | 
ona cia dug | 
dv, dv, 


e 5” è estesa a tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei 
numeri (3). 


Paistuowy Inetytut. Matematyczny 
WARSZAWA 


tek 1....................-- 
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Il determinante di ordine n(n — 1) : 2 


P=|P 


gori | 


ottenuto facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie ọø ed 
rs tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri [3] scritte 
con ọ <0, ed r< s, e mettendo in una medesima riga gli elementi 
colla stessa coppia ọg ed in una stessa colonna tutti gli elementi 
colla stessa coppia rs, è un determinante di Spottiswoode!), 
formato coi minori di 2° ordine di 4, e quindi vale 4". 
Indichiamo con R il determinante formato cogli elementi R 
come è stato formato P con i Por 
Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti 


R[o] = R[u]. P? = R[u]. 4%», 


Consegue che 


Qu 


Jy = R:q"7 
è un invariante. 
4. — Indichiamo con 
[8] anni 
il complemento algebrico di Anp, in A. 
Si ha 
[7] PRA Angra a A~ = Ers,pa ho A 


dove 2” ha il solito significato, ed £p, vale zero od uno secondo 
che le combinazioni rs e pq sono differenti od uguali. La [7] si 
può anche scrivere 


[1] pa Artn x (1820) = Enp 7. E (2509 : 2), 
1 
dove 
(4500) — Ahea , (Zemtena 14), 


ed e, vale zero od uno secondo che h e k sono differenti od 
uguali. 

Se A+0, e se la combinazione pq e’ tenuta fissa le [7] 
individuano il sistema 


As: A 
1) (C) pp. 182—135. 
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con Ak percorrente tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2 
dei numeri (3), e quindi è individuato dalle (7’) il sistema 


Orpa = (429); A (A;le= 1,2,..., n). 


Consideriamo questo sistema per le variabili u, e costruiamo 
il controvariante a 4 apici 2*" che per le variabili u coincide 
con w"P(u) 1). 

Per il principio della saturazione ıl sistema 


n 
Jz — a y. Pa rita 
1 


è un sistema di Ricci a due indici di covarianza ed a due indici 
di controvarianza, il quale per le variabili u coincide con £, pọ. (272:2), 
ma il sistema £? che per qualunque sistema di variabili coincide 
COn Enp (21:2), è pure un sistema assoluto di Ricci, come si può 
facilmente verificare, dunque per qualunque sistema di variabili 


Da Anita: e Ers,pg- (250 : 2), 
1 


e poichè [7'] ha una soluzione determinata, si ha per qualunque 
sistema di variabili 


hkpa — Qh 
ri — gar, 


e quindi si puo concludere che œ™*”? è un controvariante di Ricci 
a 4 apici. 

Allora è pure un controvariante di Ricci a 4 apici anche 
il sistema 


ari — ra i UA pio (AP; : art! = DEnktEpa s VIUZZE (4 at). 
Io dico che il sistema 
ara = Denktepy $ A*Pa : (4a"t!) 


è un controvariante a 4 apici di Ricci anche quando A =Q. 
Intanto la cosa è vera se la caratteristica K di A è < n(n +1):2—1, 
perchè allora @** —0 qualunque siano gli apici. 

Resta a vedere che cosa avviene se K = n(n + 1):2— 1. 
Intanto possiamo osservare che tutti i risultati precedenti si possono 
ripetere quando a,, sia un covariante a 2 indici di Ricci col de- 
terminante a diverso da zero, ed A,,,, sia un covariante di Ricci 

1) (D). Cap. II. 2. pp. 12—13. 


Rocznik Pol. Tow. matem. 4 
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a 4 indici, simmetrico rispetto alle due coppie rs e pq e rispetto 
agli indici di ciascuna coppia. Ed allora supposto A*”"(u) +0, 
consideriamo il sistema Bap, covariante di Ricci a # indici, che 
per le variabili u soddisfa alle uguaglianze 


Bars = Bin = A -l A At™ 
dove Å è una costante positiva, e per tutti gli altri sistemi di indici 


Bei == y. E È 


x 


Allora il determinante B costruito colle B,.,,, come A è 
costruito colle A,,,,, è diverso da zero per Z > 0, sufficientemente 
piccolo, e diventa zero per A = 0, perchè allora coincide con A. 

Indichiamo con B” il complemento algebrico di B,,,, in B. 
Le B"* sono funzioni di 4, che col tendere di A a zero tendono 
alle A” Inoltre per 4-0, sufficientemente piccolo, essendo 
B+0, il sistema 


paro = 2énet8p9 , Bra. ( 4 at) 


è un controvariante a 4 apici di Ricci, ma la legge di contro- 
varianza che vale per ogni 4 > 0, e abbastanza piccolo, si con 
serverà a causa della continuità, anche al limite per 4=0, e quindi 


ara mt lim ger = DEnktEpq 4 Ars : (4u"t!) 


è un controvariante di Ricci a 4 apici. œ. d. d. 

Si può dunque enunciare il 

Teor. Se le an, a, Anp, A hanno il significato loro assegnato 
ai Ni 1 e 2, se A” è il complemento algebrico di Anp, in A, 
il sistema 


[8] ara = Dente | AMP2: (4a tH, 
dove 
E E. 
ani O E a 


è un controvariante di Ricci a 4 apici, qualunque sia la caratte- 
ristica della matrice di A. 

Si vede poi facilmente che il sistema a” è simmetrico 
rispetto alle coppie rs e pq e rispetto agli apici di ciascuna 
coppia. 
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5. — Il sistema 


mia = gP — gor 


è un controvariaute a apici simmetrico rispetto alle coppie rs 
e pq, ed emisimmetrico rispetto agli apici di ciascuna di questo 
coppie. 
6. — Si puo’ anche notare che 
Bur + i + pe e = 0 
+ o + o = 0, 


e che le PR": non sono altro che i noti simboli di Riemann 
(rs, pq) di prima specie!) 
7. — La funzione 


n 


A=. E 
1 


rpa Ebrapa Oropa 


è un invariante. 

8. — Indichiamo con @ il determinante formato coi Ọ,,p, 
come È è stato formato cogli È,.,,, allora con ragionamenti simili 
ad altri precedenti, si può dimostrare che 


e(0) = e(u): L", 
da cui consegue che i 


J, =ọ.0a" 
è un invariante. 
9. — Sono pure invarianti 

A 

J; = dre pq Arsa a" a” 
i 

Ja m M Aaa at 
i 

J == da Ors pa Ars + Opa 


1 
Ja = la pa Črspa © Arp + Auga 


dove a” indica il reciproco di a,, in a. 
10. — Noto che se A = 0 è J, =0, e che se la caratteri- 
stica K di A è < n(n+ 1):2— 1, si ha 


E A T AE E 4=N 
1) (A). Pag. 394. 
4E 
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CAPITOLO II. 
Caso di K=n(n+1):2—1. Scomposizione di e”. La forma F,. 


1. — Supponiamo che sia K = n(n + 1):2 — 1. Sussistono 
intanto le relazioni 


[9] Zu Ann >r =0, 
1 


qualunque siano le coppie rs e pg. 

Le (9) considerate come equazioni nelle @**, formano un 
sistema di XK +1 equazioni lineari in K + 1 incognite, colla ca- 
ratteristica della matrice dei coefficienti = K, e che quindi ha tutte 
le sue soluzioni proporzionali ad una medesima. 

Poniamo 


n 
hk — hk, 
b = @ 3 Apg; 
il sistema b™* e’ un controvariante a 2 apici, e si ha 
n 
ħk 
DIRO: P Led SV 
1 


dunque le 5* formano una soluzione del sistema (9), e poichè tali 
sono le a" dovra’ essere 


attra = p* VILLA 


dove le 4" sono delle funzioni convenienti, che per la simmetria 
di a*” rispetto alle coppie hk e pq dovranno essere proporzionali 
alle b*. Allora 


Rei Hob 

e poichè @”” e b”? sono controvarianti, la H sarà un invariante, e 
e=||H].v" 

sarà un controvariante a 2 apici e si avrà 

[10] Ir) Ea A a 


il segno che precede il secondo membro dovendosi prendere lo 
stesso per tutte le coppie rs e pg. 
2. — Se si pone 


a= yra], 
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si ha 
dii A 
Resta così individuato un controvariante a 2 apici e”. 
L’invariante |J, | diventa il quadrato dell’ invariante 
E a 


3. — Le relazioni [9] danno subito a causa delle [10] 


Zu Amn = 0, 
ossia 
S Em" fa) fadt =0, 
qualunque sia la coppia rs, e quindi 
[11] Tn fa = 0. 


Così è trovata Punica relazione lineare fra i parametri f.. 
Dalle [11] consegue che il controvariante e” ha un carattere pro 
iettivo, e che quindi per una proiettività nello spazio ambiente esso 
verrà moltiplicato per un invariante. 

4. — Se con c,, si indica il complemento algebrico di e* in 

i g11 018 ,,, ci 
1021 022 .,, ci 
Fat et. 008! 
il sistema 
Yre = Crn Q 


è un covariante a 2 indici, e noi indicheremo con F, la forma 


Žu Ym din din. 


L'equazione F, = 0 definisce un cono quadrico nello spazio 
tangente a V,. 

6. — Se n= ?, e la V, è una superficie generica in 
uno spazio lineare a 4 dimensioni, la F, è la forma 
indicata nello stesso modo dal Fubini!). 


1) [E]. Tomo secondo pp. 631—637. 
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Infatti supposto che X adY siano parametri normali di 2 di- 
rezioni del 0!) fra loro ortogonali e perpendicolari alla V, gene- 
rica di uno spazio lineare a 4 dimensioni, si ha 

VE O. (e Y, 
dove 
a e SAAE gf Lal 
g g 


sono due covarianti. 
Se 7 è il piano tangente alla V, e » è il piano delle normale 
in 0,, una direzione di 7 è data da 


fi du, + fa du, 


la normale principale alla geodetica che ha per tangente questa 
direzione è data da 


Ja dui + 2/2 du, dus + fos dui, 


ossia da 
(xı du? + 2,9 du, dus + Xo du) X 
+ (Yn dui + 2419 du, du, + Yax dui) Y. 
Ora se AX-+ #Y è una direzione di v si hanno 2 direzioni 
corrispondenti in 7, che corrispondono ai 2 valori di du, : du, per cui 


u(x, dui + 2,3 du, dug + £33 dui) 
— Å(yıı dui + 2y19 du, dug + yz dui) = 0. 

Quando queste direzioni coincidono lo spazio lineare a 3 di- 
mensioni tangente a V, e contenente la direzione AX + uY è bi- 
tangente alla V,. Si vede che ci sono 2 di tali spazi (eventual- 
mente coincidenti) che corrispondono ai valori di Z e u che sod- 
disfano all’ equazione 


Uti — Ya Wii — Ans 


[12] Uig — Ais Uz — Ayas FER 


Ad una di tali radici corrispondono dei du, e du, proporzio- 
nali ai termini di una riga del 1° membro di [12], ossia elimi- 
nando 4% e u dalle 2 relazioni: 


(Uti — yi) du, + (Uia — 4/13) du, = 0 
(Utis — 4/19) du, + (U T33 — Ayso) du, = 0, 


1) [A]. pag. 395. 
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dei du, e du, soddisfacenti all’ equazione 


Li dui + Lio dg Y1, du, + Y1 du, 
Xio du, 4 Lao duo Yia du, + Yag du, 


[13] 


che si può scrivere 


du?î—du, du, dui 
Lg Cs a | 0. 
| Yaz Vo Un 


[137] 


Ora dalle 
Di = Lys X+ Yrs Y, 
e dalla [11] risulta 


2 2 
PT a P E P E E) 
$ 1 


e poichè X e Y sono liberi’), 


ps dis 


2 
rs Vrs = 0, Ža Yrs Cr = 0. 
1 


Per queste la [13'] diventa, all’ infuori di un fattore 


c? duî — 2e!? du, du, + e dui = 0 
od anche 


Fi=0 


CAPITOLO III. 


Superficie col o, a b dimensioni, terne principali di normali. 
Superficie cieliche, 


1. — Se æ„ ed y,, sono due sistemi di funzioni a 2 indici; 
noi porremo 


(x, Y) = Tii Ya — 2X1 Yi F Zar Y115 


e quindi anche 


(2, £) = 2 (Lyi Los — Xio) 
1) [A]. pag. 369—351. 
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Def. — Se V, è una superficie dello spazio hilbertiano il 
cui o, abbia 5 dimensioni, e quindi tale per cui A +0, noi diremo 
terna principale di normali di V, ogni insieme di tre para- 
metri normali X, Y, Z di o, ortogonali fra loro e perpendicolari 
a V, per cui sia 

(æ, y) = (y,2)=(2,2)=0, 
con 
Bn = S X fn dk, Ya = SY fitt, Zu = S Z fatt. 


2. — Teor. — Se V, è una superficie dello spazio hilber- 
tiano col o a 5 dimensioni, esiste almeno una terna principale di 
normali di V,. 


Dim. — Consideriamo l’ equazione 
An 11 A1n12 An 22 — 0 
[14] Ain Ax3:12+-0:2 Ama —W) 
Asa — 9 Aai A39: 02 il 
che sviluppata e divisa per — a*:2, diventa 
[14] e+2I. 0° + 4J — 2J, =0, 
dove ọ = 0:4a. 
La [14'] ha almeno una radice reale ọ,. 
Il sistema 
Ang Ári; 11 — 249 411,18 +41 (Ain 00 — 019) = 0 
a 
[15] Ass Áin 11 — 249 (dan 12 +0 5) HA 41990 = 0 


Agg (Agg, 11 — 010) — 2413 Aea, 13 + fir Aaa 22 = 0 
nelle 4,, ha soluzione, e noi potremo trovare una sua soluzione 
reale 4,, per la quale sia 


(4,4)= ga. 
Sia intanto Z,, una qualunque soluzione reale di [15], e poniano 
[16] L = (Agg fia — 2419/19 + fi fae) (010). 


Moltiplicando i 2 membri di [16] per Y,, ed integrando e te- 
nendo conto delle [15], si ha 


{17] SLf dt = hn, 


e moltiplicando i due membri di [16] per L ed integrando, e te- 
nendo conto di [17], si ottiene 
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[18] SL®dt=(4,4):(0,0) 
e poichè il 1° membro di [18] è > 0, si potrà porre 
[19] (01a): (4, 2) = 8’, 


dove d è un numero reale, ed il sistema x,, = 04,, è una soluzione 
reale di [15] che soddisfa la 


[20] (0,0) 0 


Ponendo inoltre 


X= Lô, 
per le [17] e [18] si ha 
[17% SXfadt = 8n 
[187] 'FX*dt= t 


la quale [18] dice che X è un parametro normale di o 
perpendicolare a V,. 

Siano inoltre Y’ e Z’ due altri parametri normali di o, per- 
pendicolari a V, e tali che X, Y’, Z' siano fra loro ortogonali. Sarà 
[21] fa = Lon X F Yn Y + nZ, 
dove, æ, è dato dalle [17°] ed inoltre 

Ya = SY fadt, Za = S Z' fadt. 

Moltiplicando per ô le [16], si ha 

[16°] X = (2y fn — 221a fia + 411/23) :(019), 
e sostituendo in [167] alle f,, i secondi membri di [21], si ottiene, 
tenendo conto delle [20], 
(€,4)Y" + (a, 2)Z" = 0, 
e poichè le Y’ e Z’ sono libere sarà 
[22] CAE AEA E 

Se risultasse inoltre (y’,29)=0, le X, Y’, Z' formerebbero 

una terna principale, e quindi sarebbe provata l’esistenza di una 


terna principale. 
Se invece (y’, 29) $ 0, poniano 


Y=cosa:Y° — senaz’ 
Z = sena Y’ + cosa Z’ 
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ed allora X e Y sono 2 altri parametri normali di ø, ortogonali 
fra loro e a V, ed a X: 


Si ha poi 
Y’ = cosa Y + sena Z 
Z = — seng Y + cosa Z, 
e quindi 
fa = 2n X F Yn Y+ 2,4, 
dove 


Yn = Y, COSA — 2p SEN Q 
Z, = Yn SEN Q + 2, COS Q. 


A causa delle [22] si hanno le 
221 (æ, y) = (2.4) = 0. 
Si ha inoltre 
(y, 2) = 1,4) — (2',2')] sena cosa + (y', 2°) cos 2a, 
e, scegliendo œ in modo che 
2(9,2) 


(4,2) = 0, 
ed allora X, Y, Z sono una terna principale. Così è completamente 
dimostrato il teor. 
3. — Supposto che il o, di V, sia a 5 dimensioni, e che 
X, Y; Z sia una terna principale, sarà 


Tac La X + Yrs Y+ A 


cotga = 


si ha 


con 
= SX fadt, yn=JSYfudt, Zua = SZ fadt, 
ed 
(x, y) = (y; 2) = (z, x) = 0, 
ed, a causa di queste relazioni, si ha subito 
£as fii — 22i fia + Zu fas = (2, £) X e analoghe 
e moltiplicando per f„ ed integrando 


Tag Áin 11 — 2719 Aig; 11 F Li (An 22 — (2, x)}=0 
y T, T 
[15] Los Áis 11 —2zn|4 12: 12 Tu Si + 211 419,00 = 0 


Los [áes 11 — (2, £)] — 2219 Aies 20 F La An 22 = O 
ed analoghe. 


http://rcin.org.pl 


59 


Risulta che 
(2,2) (4,9), (22) 
devono essere radici di [14] 

Se le radici di [14] sono a 2 a 2 diverse, per ognuna di esse 
la matrice del 1° membro di [14] ha caratteristica 2, e quindi le 
corrispondenti [15] hanno una sola soluzione. Si vede così che in 
tal caso si ha una sola terna principale. 

Per determinarla, indichiamo con @;, 0, 03 le tre radici di- 
verse di [14'], che sono degli invarianti. Osserviamo poi che 


W, 


rapa (arp L a Arg Asp — 2a, apa) :2 
è un covariante che ha le stesse simmetrie di A,,,,, per cui 

i DI — 22 7 ehi RA: 
Wini va 22122 = 11312 =W EAS 0, W 111 22 =_ l, Wisi =04:2, 


ed allora anche 
Ara Ann + Oa 


í 
è un covariante che ha le stesse simmetrie di A,,,,, e il determi- 
nante 4, formato cogli elementi 4,,,, come è stato formato A cogli 
i i 


Apa è nullo ed ha caratteristica 2. 


Indichiamo con 4”” i complementi algebrici di 4,,,, 
i i 


in A, 
e poniano 
dre — Dersteng | AP : (4a tH), 


i i 


Questo è un controvariante»a 4 apici, ed essendo A= 0, posto 
t 


a= pam] 
a : 
dr 
a 
si ha!) 


dure = + y” R y, 
t ' i 
Il complemento algebrico di y” moltiplicato per a si indicherà 
con Yu, ed i sistemi x,,, Y.. 2, risulteranno proporzionali ai cova- 
i 
1) Poichè anche i risultati del Cap. II n° 2 valgono per qualunque si- 


stema covariante Asp avente le solite simmetrie, e quindi senza tenere conto 
dei legami colla varietà. 
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riauti Yus Ya, Yny il fattore di proporzionalità dovendo essere de- 
1 2 3 
terminato in modo che 
(x, £) = 0,0, (y, Y) =@00, (2,2)= 034. 


4. — Non può darsi che le radici di [14'] siano tutte uguali, 
perchè in tal caso le «,,, Y, 2, sarebbero soluzioni del medesimo 
sistema [15], e quindi, o sono linearmente dipendenti, ed allora il 
o, ha meno di 5 dimensioni, o non sono linearmenti dipendenti ed 
allora devono essere nulli tutti gli elementi del 1° membro di [14], 
e dalla relazione 4,1; = 0 che ne conseguirebbe si avrebbe ancora 
che il numero delle dimensioni del o, sarebbe < 5. 

5. — Resta a supporsi che le radici di [14'] siano una doppia 
ed una semplice. In tal caso due delle espressioni 


(2,2), (y, y) (2,2) 
saranno uguali, per esempio sarà 
(æ, 2) = (y, y). l 

Allora il sistema [15] in cui ọ, è una conveniente radice di 
[14'] è soddisfatto tanto da «,,, quanto da y,,, e poichè le z, e y, 
non possono essere proporzionali, perchè allora le /,, risulterebbero 
vincolate, la matrice del 1° membro di [14] dovrà avere caratteri- 
stica 1, e ọ, è radice doppia di |14]. 

Dunque se [14°] ha una radice ọ, doppia ed un’ altra sem- 
plice @,, sarà 


(x, x) = (y, y) = Q14, (z, 2) = 0,0, 


le «,, e y,, saranno 2 soluzioni del sistema LS) per cui (x,y) = 0, 
le z„ soddisferanno le relazioni 


233 Ái 11 — 2219 Áin 10 + 2114113 22 — 030) =0 
a 

233 Arg 11 — 2259 (4s 11 FO 5) F 211 Aiz 2 = 0 

Zog (das, da; 090) — 2213 Aas, 12 F 211 420,29 = = 0. 


È evidente in questo caso che facendo ruotare lo spazio a 3 
dimensioni appartenente a op e perpendicolare a V, intorno alla 
retta uscente dal punto di V, ed avente per parametro Z, la terna 
X, Y, Z si porta in un altra terna principale, perchè detto œ l’an- 
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golo di rotazione, ed X’ e Y’ i parametri normali delle nuove 
posizione di X e Y, e x,,, yn i soliti covarianti associati, si ha 
(x, y) = [(£, x) — (y, y)] sen æ cose -+ (x, y) cos 2a, 
e si vede che 
(2,9)=0 
perchè (x, x) = (y, y) e (x; y) = 0. 


E interessante osservare che essendo la caratteristica di 4 
1 


uguale ad 1, risulterà 
Aapa = £ O, Opg, 


dove œ, è un covariante, e per le [15] dovrà essere 
(x, ©) = (y, o) = 0, 


il che prova che i sistemi œ, e z„ devono essere proporzionali. 
6. — Concludendo 


Se una superficie V, ha un o di 5 dimensioni, 
o esiste una sola terna principale, o ne esistono infi- 
nite che si ottengono da una di esse facendola ruo 
tare intorno ad una determinata delle sue rette. 

Il 1° caso si presenta quando l'equazione [14'] ha il diseri- 
minante diverso da zero, ed il 2° quando questo discriminante 
è zero, pur non avendo la [14'] tutte e tre le sue radici uguali. 

Def. Un punto di una V, col o, a 5 dimensioni, in cui si 
ha una sola terna principale si dice generico, ed un punto con 
infinite terne principali si dice ciclico. 


7. — Def. Una superficie V, col o, a 5 dimensioni, la quale 
ha tutti i punti ciclici, si dice ciclica. 

Esempio. 

Siano Pi, Pa, Ps, Pas Ps; Pe È parametri normali fra loro or- 
togonali e consideriamo la superficie V, di equazione 


f = cosu, gi + senz Py + cosu, Pg + senz, Pu + 
+ cos(u, + t) ps + sen(u, + us) Pe- 


Per essa si ha 


Jı = — senu, pi + cosu, ga — sen (u + ua) Ps + Cos (tuy + t) Ps 
Ja = — Sen tig Pz + cos, Qu — SEn (U, + Ua) Ps + cos(u + ta) Pi 


http://rcin.org.pl 


62 


ed inoltre, indicando con f;, le derivate seconde ordinarie di f, 


Jin = — Cosu, Pı — SER U, Po — COS (th, + tto) Ps — sen (t, 4- to) Pe 
Jia = — COS (thy + ta) Ps — sen(u, + to) Pe 
Jaa = — COS Pg — SEN tig P, — COS (Uy +3) Pa — sen(u, + us) Po 
e poichè risulta dalle espressioni trovate che 
ehun (ris, ae) 
g 
si ha anche 
JaJa GaS L) 
e quindi 
An A Agg, sg = 2, An == An Mi Ais; Pai Ais 22 ED dh 


e l'equazione [14] diventa 


2 ni dedi 

| 9 | 

| 1 1+ 5 1 = 0 

a-o i 2 | 
che è soddisfatta, come si verifica subito, da 9= — 1, e da 9=2. 
Infatti per 06 = — 1 la prima e la terza colonna risultano uguali, 


e per 0 = 2 la prima colonna risulta uguale alla differenza della 
seconda e della terza colonna. 

Si vede poi facilmente che 9= - 1 annulla tutti i minori 
di 2° ordine del 1° membro, e quindi la 8 — — 1 è radice doppia. 
Dunque la superficie considerata è ciclica. 

Ogni terna principale di normali conterrà il parametro 
Z=f:V3, ed altri due parametri X, Y ad esso ortogonali ed or- 
togonali fra loro, ed es, 


X= (y, — Y): V2, Y= (y, + Y — 24): V6, 
dove 


w,= COSU P, + senz, Po 
Wa = COS Ug Ps + SEN tg P4 
W = cos (u, + us) ; + sen (u, + te) Pe- 


Con queste notazioni è anche 


Z= (a + h + v): V3. 
8. — Se V, ha il o a 5 dimensioni, le normali principali 
alle sue geodetiche formano un cono quadrico che diremo il cono 
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geodetico, e se X, Y, Z sono una terna principale, un punto di 
questo cono sarà dato da 


Î+$X+nY+65Z, 
dove £ n, È sono le sue coordinate rispetto agli assi X, Y, Z, 
e poichè 
X = (23 fii — 210 fia F 211 fan): (6,2), 
ed analoghe, detto punto sarà dato da 
f+ haafi zag 2 hifin T Ai faos 
dove 
Aa = E ta: (0) F- N Yn YEH E a lN, 


(4, 2) = 0, 
poichè deve risultare 
Ari — Ås : Ass = dui: du, dus: du? 
e quindi con 
E: (æ, x) + 1°: (y, y) + È*: (2) = 0, 


il che prova che una terna principale è un triedro trirettangolo 
autopolare rispetto al cono geodetico. Quando il punto è ciclico, 
ossia la terna principale non è determinata, il cono geodetico è un 
cono di rotazione. 


CAPITOLO IV. 


Superficie col o, a 4 dimensioni. Coppie principali di normali. 
Superficie cicliche. 


1. — Def. Se V, è una superficie dello spazio hilbertiano il 
cui o, abbia 4 dimensioni, e quindi tale per cui A ha caratteri- 
stica 2, noi diremo coppia principale di normali di V, ogni 
coppia X, Y di parametri normali di o, ortogonali fra loro e per- 
pendicolari a V,, per cui sia (x, y) = 0, con 


te (AG ve Ed 
g g 


2. — Teor. Se V, è una superficie col o, a 4 dimensioni, 
esiste almeno una coppia principale di normali a V}. 
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Dim. — Indichiamo con q il piano tangente a V, e con v 
il piano perpendicolare a 7 che giace in o. 

Siano X, Y due parametri normali di v fra loro ortogonali, 
e £., y,, i soliti relativi covarianti. Sarà 


Ta = Aya 
Una direzione di 7 è data da 
Ji du, + fa diig, 


la normale principale alla geodetica tangente a questa direzione 
sarà data da 


fa dui + 2 fis du, du, + foa dui = 4X + uY, 


dove 
2 2 
A = Jp 2n du, dit, p= Èn Yn dU, Ah. 
1 4 


Si vede così che ad ogni valore di du, : dus, cioè ad ogni 
direzione 7 corrisponde un solo valore di 2: u, cioè una sola dire- 
zione di v», e che ad ogni direzione di v ne corrispondono due 
di 7 (eventualmente coincidenti). 

Le direzioni di » che corrispondono a direzioni coincidenti 
di 7 si diranno normali doppie. Esse corrispondono ai valori 
di Z: che annullano il discriminante dell’ equazione 


[23] Zu, — yn) du, du, = 0 
ossia che soddisfano equazione 


Ut — Åy UTi — AY19 TAL 

Utis — Yis Utr — Asa | 
Si vede così che esistono due normali doppie che possono 
essere reali e distinte, reali e coincidenti ed imaginarie coniugate, 
ed in particolare le due rette cicliche di v. 

Corrispondentemente noi diremo che il punto è iperbolico, 
parabolico od ellittico ed in particolare ciclico. 

Se il punto non è ciclico le due normali doppie dividono v 
in due angoli, le cui bisettrici sono reali e fra loro perpendicolari. 
Dico che queste bisettrici formano una coppia principale. Suppo- 
niamo che i parametri X e Y siano quelli di queste 2 bisettrici, 
allora se 4, X + u Y, 2, X + uY sono i parametri delle 2 normali 
doppie, poichè X e Y devono risultare loro bisettrici, dovrà essere 


A, ty + Ag = 0 


[24] 0. 
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e poichè 4,, #1 e 4, 4, soddisfano la [24] dovrà essere nullo il coef- 
ficiente di 2. u in [24], e quindi essere (x, y) = 0 c. d. d. 

Se il punto è ciclico, dovendo la [24] risultare equivalente alla 
A! + u? = 0, dovrà essere (qualunque sia il sistema di partenza X,Y) 


(x, x)= (y, y) (2, y) =0, 


il che prova che in questo caso ogni coppia di direzioni di v fra 
loro ortogonali è una coppia principale. 
Così è dimostrato completamente il teor. 


3. — Se X e Y è una coppia principale, è al solito 
fa =La A A fn E 
con (x,y) = 0, da cui si ricava 


Zoas fii — 2 21s fis + 2i faa = (x, £) X 


ed analoga per y, e moltiplicando per f„ ed integrando si hanno 
le [15°] e le analoghe per y. 

Ciò prova che (x, æ) e (y, y) sono radici di [14]. 

Ora la [14], essendo nel nostro caso A= 0 diventa, posto 
ọ = 0:a e dividendo per g, 


[147] e+2%0+47,=0. 


Se le radici di [14”] sono uguali si avrà un punto ciclico. 


4. — Se à e u soddisfano la [24], AX + wY è parametro 
di una normale doppia. La perpendicolare in v a questa normale 
doppia ha per parametro normale 


UX- XY 
z = m 
V e 
e, se e,=SZf,.dt, si ha per la [24] (2,2) = 0. Si ha così il 
g 


Teor. Le perpendicolari invalle normali doppie 
hanno uu covariante con determinante nullo. 

5. — Def. — Una superficie V, col o, a 4 dimensioni, la 
quale ha tutti i punti ciclici, si dice ciclica. 

Esempio. 

Siano Pı, Ps, Ps; Pa 4 parametri normali fra loro ortogonali, 
ed U e V la parte reale ed il coefficiente dell’ imaginario di una 
Rocznik Pol. Tow. matem. 5 
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funzione analitica U-+iV della variabile complessa u, + itg, 
e consideriamo la superficie di equazione 

f= u0 pı + te P + Ups + Vo- 
Dico che essa è ciclica. 

Intanto indicando con U,, U, Ui, Uto, Uss le derivate par- 
ziali prime e seconde ordinarie di UV rispetto alle u, ed analoga- 
mente per V, si ha 

U,= Vi, U=—-V, Un =— Un 
e quindi 
fi = Pı + Ups + Vip = pi + Ups — Ur pa 
Ja = Pa + Usps + Vipi = Pa + Ups + Ur: 9 


da cui si ricava 
an = Sfidt=1 44, ag=/JSfxfndt=0, an=/fidt=1+4, 
dove A = U3 + U}. 
Se poi indichiamo con f‘, la derivata seconda ordinaria di f 
rispetto ad u, e ad u, abbiamo 
fu = Un Ps — Uie Pa 
fia = U: Pa + Un Pi 
fa = Un Ps + Uis pa = — Un Ps + Un Pi 


Da queste espressioni risulta che fn = —/ e che quindi 
dovrà essere 
fa = — fu 
Inoltre sarà i 
fn =fu — &f — bfa 
dove a e f devono essere scelte in modo che f}, risulti ortogonale 
ad f, e ad f, ossia in modo che 


Sfafhdt = UU, + UU — a(1+4)=0 
S fafa dt = U, Un — UU, — B(1+4)=0. 
Sarà dunque 


Jua = Un Ps — Ui Pa — Un —(U. fi + Uh (Ut, — U fa) 
TÀ 1+4 


Inoltre si avrà poi 


hia =f — Yh — bf 
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con y e d scelte in modo che fıs risulti ortogonale ad f, e fp, 
ossia in modo che 


Haf di Wi Us — WU 0 
dh t= GET, MEA 
Sarà dunque 
Jia = Usa Ps + Un a — i PEU +0.) +79; a(Uf — Ux fa). 
E si verifica facilmente che 
Ifa fis d=0. 


Ed indicando con X e Y parametri normali delle direzioni 
che hanno per parametri‘/,, ed fis si ha 


fa — Lan X + Yri K 


con 
Yi = Yas = Xi = 0 
e 
£1 = — 2y = + WU F - 33). K 
Y= + VO, +1 + Ut). EE 
dove 
=1+ Fi 


Si ha così 
(z, y)=0, (x, æ) = (yy), 
e la superficie che si considera è ciclica. 


Le superficie qui studiate furono già considerate col nome di 
superficie riemanniane dal Kommerell’). 


1) (F). 
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